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5. ora

1. feladat: Hatdrozzuk meg 1 dimenziéban a térbeli eltolds operdtorat, vagyis keressik meg
azt az U,, miveletet, melyre: U, ¢ (z) = ¥ (z + x¢)!

Megoldas: Fejtsiik Taylor-sorba a ¢ (x + x) fiiggvényt xzo = 0 koriil:
dvp 1 d*y 1 d3y
V(@ +a0) = (@) + o + =gy + gy
Tudjuk, hogy az impulzus operatora a hely szerinti derivalas miiveletével kapcsolatos: p = %%, igy

Dl +a0) = 9(2) + Do) + (L) eyt + 5 (L) i) + .

Kiemelhetjiik a 1(x) fliggvényt:

W(@ + 29) = 1+§ o+21'<i§{£ )2+%(%5x0)3+...]¢(x) _ Frog(a),

ahol hasznaltuk az exponencialis fiiggvény definicidjat. A keresett operator ezzel:
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Megjegyzés: azt mondjuk, hogy az % operator az eltolas miiveletének generatora, xy a paramétere.

2. feladat: Bizonyitsuk a kovetkezo két allitast!
a., Legyen ¢ komplex szam. Ha
(A, B] = c,
akkor

ahol \ tetszoleges komplex szam.

b., Ha

akkor
o T
oA+B _ A B, —3[AB]



Megoldas:

a., Szémitsuk ki az [A, e*?] kommutatort!
i B Ay E /\2A2 >‘A3 » A)‘2A2 A)‘3A3
Az Osszeg egyes tagjai rendre igy {rhatok:
[A,AB] = A\(AB — BA) = Xc,
i A Ty T P
[A,aB } = 5(AB? - B*A) = 5:(2¢B + B*A - B*A) = 5208,
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A teljes Osszeg tehat:
R . )\2 R )\3 R )\4 R
AB) _ A Na B2 NP3 _
[A, e™] = e+ 2!203—0— i 3cB* + 4!éch +..=
D C A A3 -
= )\c(l + A\B + 532 + 533 + ) = A\ce?B,

ami éppen a bizonyitando allitas.

b., Legyen f(x) := eAreBe | Ekkor f(z) derivaltja:

a

y _ AeAxeBm +€AzBeBx _ eAmAeBa: —|—€Ax€BxB.
X

Az elsé tagba szurjunk be egy egységoperatort 1 = eBre=B7 glakban:

A e e be i Be . e Bes e Bel B Be .
_:eAazeBxe Ba:AeBx+eAxeB:cB:6AxeBa:|:e Ba:AeBa;+B}

dx

A zardjelben 1évo kifejezés elsé tagjardl megmutathatd, hogy a kovetkezd egyenlOségnek tesz
eleget (Baker-Campbell-Hausdorff formula):
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Tekintettel arra, hogy az [121, B] kommutator feleserél B-vel, az 0sszeghdl csupan két tag nem nulla:
e BT AP = A4+ z[A, B].
Vagyis azt kaptuk, hogy:
df ()
dx

Az eredeti fiiggvényiink ennek a differencidlegyenletnek az f(0) = 1 kezdeti feltételt kielégité megol-
dasa. Ez a megoldés viszont a

= f(x) (A + z[A, B] + B).

F(z) = e"@A+B) 32" A8
alakba is irhat6. Egyszerl visszahelyettesitéssel, kihaszndlva a kommutator A-val és B-vel valé
felcserélhetoségét kapjuk, hogy valéoban megoldas. Osszehasonlitva ezt az eredeti alakkal:

PN Foa 1204 A
eA:EeBx _ e:):(A+B)621 [A,B}’

amit az x = 1 helyen véve, majd atrendezve:

R C o 1
oA+B _ LA B, —1AB]

3. feladat: Keressiik meg az a lefelé 1éptetd operator sajatfiiggvényeit (koherens allapotok)!

Megoldas: Tekintsiik a z komplex paraméterrel jellemzett
zat—z*a
v.(z)=¢ Uo(x)

fiiggvényt, ahol @ és a' rendre a harmonikus oszcilldtor le- és felfelé-léptet operatorok, Wo(z) pedig
az alapéllapoti hullamfiiggvény. Alakitsuk at ¢, -t! Mivel (kihasznélva, hogy [a,a'] = 1)
[za', —2*a) = |2|*[a,a'] = |2|* = konstans,
ezért az eloz6 feladat b., részénél latott tétel alkalmazhato.
0. (z) = €Zdteiz*d€7‘z|2/2\llo<l’> _ e"z|2/262&fe’z*&\110(:c).
Vegytik észre, hogy
e g (x) = (1 %0+ %(fa)? - %(z*a)?’ ) Wole) = (),
mivel a¥y(z) = 0. Vagyis
w.(z) = 17?1270 Uo(z),

amely alakrol mar latszik, hogy a sajatfiiggvénye, mert
g, (1) = e PP Pae® Wy (z) = e 72250 Wy (1),

ahol kihasznaltuk a 2. feladatnal latott a., tételt. Eszerint

~

AP, = 2Pz,

vagyis ¢, sajatfiiggvény, a sajatértékek pedig tetszoleges komplex szamok.



