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4. óra 

 

 

Legendre-transzformáció: 

def: 𝑓(𝑥)
ℒ
→ 𝑔(𝑧);        𝑔(𝑧) ⇒ {

𝑔(𝑧) = 𝑓(𝑥) − 𝑥𝑧

𝑧 = 𝑓′(𝑥) =
𝑑𝑓

𝑑𝑧

 

Egyszerű példa: 

𝑓(𝑥) = ln 𝑥     ⟹      𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
= 𝑧 

𝑔(𝑧) = 𝑓(𝑥) − 𝑥𝑧 = ln 𝑥 − 𝑧𝑥 = ln
1

𝑧
− 𝑧

1

𝑧
= − ln 𝑧 − 1 

HF1: 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥3 (a,b konstansok). Írjuk fel 𝑓(𝑥) Legendre-transzformáltját! 𝑔(𝑧) =? 

 

Példa2: A szabadenergia Legendre-transzformáltja: 

𝐹(𝑇, 𝑉, 𝑛)   
ℒ
→   𝐺(𝑇, 𝑝, 𝑛) 

Ideális gázra láttuk, hogy: 

𝐹(𝑇, 𝑉, 𝑛) = 𝑛𝑅𝑇 [
𝑓

2
−

𝑓

2
ln

𝑇

𝑇0
+ ln

𝑝0𝑉

𝑛𝑅𝑇0
] + 𝑛𝑇𝑆𝑚

0  

Deriváljuk V szerint: 

𝜕𝐹

𝜕𝑉
= −𝑛𝑅𝑇

1

𝑉
= −𝑝   ⟹    𝑉 =

𝑛𝑅𝑇

𝑝
 

(A fenti jelölést használva tehát 𝑧 = −𝑝). Így   

𝐺(𝑇, 𝑝, 𝑛) = 𝐹 + 𝑝𝑉, 

ahol 

𝑝 = −
𝜕𝐹

𝜕𝑉
. 

V-t beírva: 

𝐺(𝑇, 𝑝, 𝑛) = 𝐹 + 𝑝𝑉 = 𝑛𝑅𝑇 [
𝑓 + 2

2
(1 − ln

𝑇

𝑇0
) + ln

𝑝

𝑝0
] − 𝑛𝑇𝑆𝑚

0  

 

HF2: Hasonlóképp belátni 𝑈(𝑆)
ℒ
→ 𝐹(𝑇) és/vagy 𝑈(𝑉)

ℒ
→ 𝐻(𝑝) kapcsolatokat. 

  



Kanonikus sokaság – Einstein-modell: 

1 db lin.o 

szc. energiája: 𝐸 = (𝑀 +
1

2
) ℏ𝜔 

Állapotösszeg: 𝒵 = ∑ 𝑒−𝛽𝐸𝑚
𝑚  

 

𝑵 = 𝟑 független oszcillátor esetén: 

𝐸𝑚 = 𝐸𝑀1
+ 𝐸𝑀2

+ 𝐸𝑀3
= ℏ𝜔 (𝑀1 + 𝑀2 + 𝑀3 +

3

2
) 

𝒵 = ∑ 𝑒−𝛽𝐸𝑚

𝑚

= ∑ ∑ ∑ 𝑒
−𝛽ℏ𝜔(𝑀1+𝑀2+𝑀3+

3
2

)

𝑀3𝑀2𝑀1

=

= ∑ ∑ ∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔
3
2𝑒−𝛽ℏ𝜔𝑀1𝑒−𝛽ℏ𝜔𝑀2𝑒−𝛽ℏ𝜔𝑀3

𝑀3𝑀2𝑀1

=

= 𝑒−𝛽ℏ𝜔
3
2 ∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔𝑀1 ∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔𝑀2 ∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔𝑀3

𝑀3𝑀2𝑀1

=

= 𝑒−𝛽ℏ𝜔
3
2 ∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔𝑀1 ∑ 𝑒−𝛽ℏ𝜔𝑀2

𝑀2

1

1 − 𝑒−𝛽ℏ𝜔

𝑀1

= ⋯ =

= (𝑒−𝛽ℏ𝜔
1
2)

3 1

(1 − 𝑒−𝛽ℏ𝜔)3
= (

1

𝑒𝛽ℏ𝜔
1
2(1 − 𝑒−𝛽ℏ𝜔)

)

3

=

= (
1

𝑒𝛽
ℏ𝜔
2 − 𝑒−𝛽

ℏ𝜔
2

)

3

= (
1

2 sh (
𝛽ℏ𝜔

2 )
)

3

= 𝜁3, 

ahol 𝜁 az egyrészecske-állapotösszeg.  

(Megjegyzés: a levezetés során "…" előtt felhasználtuk a mértani sor képletét: 𝑆𝑛 = 𝑎1
1

1−𝑞
, ha 0 < |𝑞| < 1.) 

 

A fentiek alapján belátható, hogy N db részecske esetén: 𝓩 = 𝜻𝑵. 

 

 


