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5. óra 

 

 

N db, független, megkülönböztethető atom állapotösszege 

(kanonikus tárgyalásmód) 

 

A rendszer energiaszintjei az 1. ábrán láthatók. 

Mivel az energiaszintek általában többféleképp 

is megvalósulhatnak, ezért minden εk energia-

szinthez tartozik egy gk multiplicitás. Hogy az 

adott energiaszinten belül melyik állapotban 

van épp a részrendszer, azt az ℓk index adja 

meg. 

 

N = 3-ra az állapot összeg a következőképp írható: 

𝒵 = ∑ ∑ ∑ 𝑒−𝛽(𝜀𝑘1+𝜀𝑘2+𝜀𝑘3)

{𝑘3,ℓ3}{𝑘2,ℓ2}{𝑘1,ℓ1}

= ∑ ∑ ∑ 𝑒−𝛽𝜀𝑘1𝑒−𝛽𝜀𝑘2𝑒−𝛽𝜀𝑘3

{𝑘3,ℓ3}{𝑘2,ℓ2}{𝑘1,ℓ1}

=

= ∑ 𝑒−𝛽𝜀𝑘1 ∑ 𝑒−𝛽𝜀𝑘2 ∑ 𝑒−𝛽𝜀𝑘3

{𝑘3,ℓ3}{𝑘2,ℓ2}{𝑘1,ℓ1}

=

= ∑ 𝑒−𝛽𝜀𝑘1 ∑ 𝑒−𝛽𝜀𝑘2

{𝑘2,ℓ2}

𝜁 =

{𝑘1,ℓ1}

𝜁 ∑ 𝑒−𝛽𝜀𝑘1 ∑ 𝑒−𝛽𝜀𝑘2

{𝑘2,ℓ2}

=

{𝑘1,ℓ1}

𝜁3 

Általánosan itt is azt kapjuk, hogy  

𝒵 = 𝜁𝑁 , 

ahol az egyrészecske-állapotösszeg a következőképp számolható: 

𝜁 = ∑ 𝑒−𝛽𝜀𝑘

{𝑘,ℓ}

=∑∑𝑒−𝛽𝜀𝑘

𝑔𝑘

ℓ=1

∞

𝑘=0

=∑𝑒−𝛽𝜀𝑘∑1

𝑔𝑘

ℓ=1

∞

𝑘=0

=∑𝑔𝑘𝑒
−𝛽𝜀𝑘

∞

𝑘=0

 

Nézzünk egy speciális esetet, melyben csak két energiaszint valósulhat meg a 

következőképp (2.ábra): 

A fentiek alapján az egyrészecske-állapotösszeg: 

𝜁 = ∑𝑔𝑘𝑒
−𝛽𝜀𝑘

𝑘=1

𝑘=0

= 1 + 3𝑒−𝛽𝜀1 

Amiből az állapotösszeg: 𝒵 = (1 + 3𝑒−𝛽𝜀1)
𝑁

 

1. ábra 

 



Az állapotösszeggel kiszámolhatjuk a belsőenergiát, a szabadenergiát, a hőkapacitást 

és az entrópiát is: 

1. ) 𝑈 = −
𝜕

𝜕𝛽
ln𝒵 = −

𝜕

𝜕𝛽
ln 𝜁𝑁 = −𝑁

𝜕

𝜕𝛽
ln 𝜁 =⏟

beírjuk 𝜁−t 

−𝑁
𝜕

𝜕𝛽
ln(1 + 3𝑒−𝛽𝜀1) = 

 

= −𝑁(
1

1 + 3𝑒−𝛽𝜀1
)

⏟        
∂(külső fv.)

(−3𝜀1𝑒
−𝛽𝜀1)⏟        

∂(belső fv.) 

= 𝑁𝜀1
3𝑒−𝛽𝜀1

1 + 3𝑒−𝛽𝜀1
=⏟

azonos 
átalakítás:
𝑥
1+𝑥

=1−
1
1+𝑥

𝑁𝜀1 (1 −
1

1 + 3𝑒−𝛽𝜀1
) 

 

 

2. ) 𝐹 = −𝑘𝐵𝑇 ln𝒵 = −𝑘𝐵𝑇 ln 𝜁
𝑁 = −𝑁𝑘𝐵𝑇 ln 𝜁 = −𝑁𝑘𝐵𝑇 ln(1 + 3𝑒

−𝛽𝜀1) 
 

3. ) 𝐶 =
𝜕𝑈

𝜕𝑇
=

𝜕

𝜕𝑇
[𝑁𝜀1 (1 −

1

1+3𝑒−𝛽𝜀1
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𝜕
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𝜕
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(
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−
1
𝑘𝐵𝑇

𝜀1
) = −𝑁𝜀1 [−(

1

1 + 3𝑒
−
1
𝑘𝐵𝑇

𝜀1
)

2

(−3
1

𝑘𝐵
𝜀1𝑒

−
1
𝑘𝐵𝑇

𝜀1) (−
1

𝑇2
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=
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1
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4. ) 𝑆 = −
𝜕𝐹

𝜕𝑇
= −

𝜕

𝜕𝑇
[−𝑁𝑘𝐵𝑇 ln(1 + 3𝑒
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1
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= 
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1 atomos ideális gáz – klasszikus tárgyalásmód 

 

A Hamilton-függvény (csak kinetikus tag van):  

ℋ =∑
𝑝𝑖
2

2𝑚

𝑁

𝑖=1

=⏟
𝑁=1

𝑝2

2𝑚
 

Az állapotösszeg: 

𝒵 = 𝜁𝑁 =⏟
𝑁=1

𝜁 =
1

ℎ3
∫𝑑3𝑞
⏟  
𝑉

∫𝑑3𝑝 𝑒−𝛽
𝑝2

2𝑚 =
𝑉

ℎ3
∭𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧  𝑒

−
𝛽
2𝑚

(𝑝𝑥
2+𝑝𝑦

2+𝑝𝑧
2)

∞

−∞

= 

=
𝑉

ℎ3
∭𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧 𝑒

−
𝛽
2𝑚

𝑝𝑥
2

𝑒−
𝛽
2𝑚

𝑝𝑦
2

𝑒−
𝛽
2𝑚

𝑝𝑧
2

∞

−∞

= 

=
𝑉

ℎ3
∫ 𝑑𝑝𝑥𝑒

−
𝛽
2𝑚

𝑝𝑥
2

∫ 𝑑𝑝𝑦 𝑒
−
𝛽
2𝑚

𝑝𝑦
2

∫ 𝑑𝑝𝑧 𝑒
−
𝛽
2𝑚

𝑝𝑧
2

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

= 

=
𝑉

ℎ3
(∫ 𝑑𝑝 𝑒−

𝛽
2𝑚

𝑝2
∞

−∞

)

3

=⏟
Gauss−∫:

∫ 𝑑𝑥 𝑒−𝛼𝑥
2∞

−∞
=√

𝜋
𝛼

𝑉

ℎ3
(√
2𝑚𝜋

𝛽
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3

=⏟

𝛽=
1
𝑘𝐵𝑇

𝑉

ℎ3
(2𝑚𝜋𝑘𝐵𝑇)

3
2 =

𝑉

𝜆𝑇
3  

 

Látható, hogy az egyrészecske-állapotösszeg a hőmérséklet 
3

2
-ik hatványával arányos: 

𝜁 ~ 𝑇
3
2. 

 

A fenti levezetés végén 

𝜆𝑇 =
ℎ

√2𝑚𝜋𝑘𝐵𝑇
 

a termikus hullámhossz. A klasszikus közelítés feltétele, hogy a termikus 

hullámhossz sokkal kisebb legyen, mint a részecskék átlagos távolsága, azaz: 

𝜆𝑇 ≪ (
𝑉

𝑁
)

1
3
 

 

HF: Az imént megkapott állapotösszeggel gyakorlásképp számold ki a fentebbi mennyiségeket (U,F,C,S)! 


