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11. ora

Egyatomos, klasszikus idedlis gdz kvantumosan (kanonikus targyaldsmod)
Legyen az atomunk egy L oldalnagysagu kockaba zarva, melynek egyik sarkat tlintessiik ki origoként.

Ekkor a Hamilton-operatort felirhatjuk egy kinetikus tag és egy korrekcids tag Osszegeként:

ahol felhasznaltuk, hogy p = %%. A hullamfiiggvényt a kovetkezd alakban kereshetjiik (ahol C
norméldsi allandd):

V() =C- ity (x) Y1 (y) - ¥m (2)
Feirhatjuk a Schrodinger-egyenletet:
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Vegyiik észre, hogy baloldalon a zardjelben az els6 tag csak z, a masodik tag csak y és a harmadik

tag csak z koordinatatdl fligg. Adjuk meg és hasznaljuk fel a hatarfeltételt — a hullamfiiggvény a

hatéron (és azon tul) legyen zérus:
i (0) =i (L) =0

Ekkor a megoldas a diff.egyenletre sin vagy cos alaki hullamfiiggvények kombindciéja lehet példaul
(exp pl nem jé, mert nem tudja a hatarfeltételt...). Mivel a feltétel az, hogy 0-ban legyen 0, ezért a

sin lesz a megfelel. Ekkor az egyes hullamfliggvény tagok:

Uy () ~ sin <%k‘x> ; k=1,2,3..

i () ~ sin (%@); [=1,2,3..
U (2) ~ sin (%mz) ; m=1,2,3...
Tehat a keresett hullamfiiggvény:

Uy 1m (7) ~ sin (%kx) sin <%ly> sin (%mz) ,
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Amibdl az energia megkaphatd a —% EI; + % ((y)) + i 8 = ¢ Osszefliggésbol:
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(K* + 1+ m?),

ahol felhasznaltuk, hogy A = %
Az egyrészecske-mikrodllapotot (jeldljiik s-sel) egyértelmiien megadhatjuk a {k, [, m} szimharmassal,
illetve a Wy ., (7) hullamfiiggvénnyel. Ha megnézziik az energia szinteket, akkor két energia szint

kozotti kiilonbségre a kovetkezo adodik:
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ami ha L — oo, akkor Ae — 0, tehat az energia szintek kvazi-folytonosak lesznek termodinamikai

limeszben! Ezt kihasznélva irjuk fel az egyrészecske-dllapotosszeget:
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A véltozé csere mellett az 6sszeget osztjuk és szorozzuk is x megvaltozdsaval (Ax-szel), melyet 22-b6l

kapunk gyokvondssal és derivalassal: Az = ﬁ. fgy az Osszefiiggés a kovetkezoképp alakul:
BT8m

k% véltozé cserét és kiszdmoljuk a szummadt (amit kobre emeltiink).
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ahol felhasznaltuk, hogy hatdresetben a szummat integralra cserélhetjiik és igy a Gauss-integral

,fele” jon ki. Ezt az eredményt visszairva az egyrészecsek allapotosszegbe:
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ahol L3 =V a doboz térfogata.



Most vezessiik le az egyrészecske allapotosszeget az egyrészecske-allapotsiiriiség segitségével. Az

atlagenergia a kovetkezoképp irhato:

termodin.

E = Z&‘SNS limesz. /dap (e)eN (¢),

ahol N, az s-ik allapot betdltottsége (mely fiigg attél, hogy milyen statisztikat hasznalunk) és

p (¢)egyrészecske-allapotstirtiség. (A megfeleld statisztika termodin.limszben IV (£)-on keresztiil érvényesiil...)
Az integralban dep () megadja, hogy [, € + de| intervallumban mennyi dllapot van. Ennek a mennyiségnek

a kiszamitasdhoz sziikséglink van arra az informéciéra, hogy adott € energia alatt mennyi az allapotok

szama — ezt w (¢)-nal jeloljitkk. Tehdt az a kérdés, hogy a nemrég felirt ey ,,, mikor kisebb egy adott

e-nal:
Ekim < E
h? 2, 12 2
T (K +12+m?) <e
8mL>

B+ +m? < 7;2 £
Lathatjuk, hogy ez a relaci6é a {k,l,m} 3 dimenziés térben egy gémbdt rajzol ki R (¢) = 8”,;525
sugarral:

k> + 1 +m® < R?(e)

Tehat az adott € érték alatti dllapotok szamat igy kaphatjuk meg, ha kiszamoljuk az imént definialt
R () sugari gémb térfogatat. Mivel tudjuk, hogy k,l és m mind nagyobb, mint 1, ezért a gdmb-
nek csak a (pozitiv) %—ét szamoljuk. Fontos emlékezni, hogy termodinamikai limeszben vagyunk
(R — 0):
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Mivel dep () megadja, hogy [e, € + de| intervallumban mennyi allapot van, ezért ez w (¢)-nal a kdvet-
kezOoképp irhatoé fel:

dep(e) =w(e+de) —w(e) =w'(g)de

Tehat



Ezt felhasznalva az egyrészecske-allapotosszeg a kovetkezoképp irhato:
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ahol végrehajtottunk egy x := fe = k;T valtozdeserét és felhasznaltuk a fooo dey/re ™ =T (%) =7
Gamma-fiiggvényt. Lathatjuk, hogy eredményre ugyanaz jott ki, mint korabban.

(A kdvetkezk nem szerepeltek mar gyakorlaton, ott szamonkérésre nem kerilnek:)

Térjiink &t 1 részecskérél N részecskére. Eldadason szerepelt (kanonikus targyaldsmédban) Max-
well-Boltzmann statisztikdaban - ahol a részecskék megkiilonboztethetoek - az allapotosszeg kiszamitasa
(Einstein-oszcillatorra és klasszikus, idedlis gazra). Ha viszont megkiilénboztethetetlenek a részecskék,
akkor két esetrol beszélhetiink: a Bose-tipusi, egész spinti részecskékrol és a Fermi tipusu feles
spintiekrol.

Idedlis Bose giz esetén a hullamfiiggvény szimmetrikus (W (7“_1>, s, r_§) =v (7“_5, , r_g)) és felirhat6

egyrészecske hullamfiiggvények kombinacidjakén. Itt tobb részecske is lehet ugyanabban az allpotban,

tekintsiink most egy N = 3 példat:

o] [ ][]
O HO B0 (To (7 )esetén legyen {k,I,m} = {1,1,1}, Uy (7)esetén{k,l,m} = {1,1,2}, stb...)

Ilyen elrendezésben a hullamfiiggvény a koévetkezo alakban irhato:
(71,73, 73) = Wo (77) Wo (73) Wy (75) + Wo (77) Wo (75) W1 (73) + Wo (73) Wo (75) Wi (71)
Ebben az esetben a betdltésiszam-konfiguracié (amellyel meghatdrozhatjuk a mikrodllapotot):

{N§} = {2,1,0,.} =m

Idedlis Fermi gz esetén a hullamfiiggvény antiszimmetrikus (¥ (7"_1>, 5, r_3>) =—-v (r_g, . 7"_3>)) , felirhato

egyrészecske hullamfiiggvények kombindciéjaként, de itt egy allpotban csak egy részecske lehet (a Pa-

uli elv miatt...). A hullimfiiggvény Salter-determinédns alakban irhaté, N = 3 esetén:

U(r,73,7%) =

1
V' N!



(Megjegyzés: N részecskére a hullamfiiggvény felirhaté Levi-Civita-szimbo6lum (€) segitségével is:

1 (o.]
m(ﬁﬂ,ﬁ):W > lnan Vi, (71) - Uy (7N))
T ilyein=1

A megkiilénbozetethetetlen részecskék esetén (kanonikus targyaldsmodban) akadélyokba titkoziink,
ha ki akarjuk szamolni az allapotosszeget gy, ahogyan eléadason tettiikk a megkiilonboztethetd
részecskék (MB-stat.) esetén. Az allapotosszeget nem fogjuk tudni felirni az egyrészecske-dllapotisszeg

N-edik hatvanyaként. Ezekben az esetekben nagykanonikus targyalasmoéddal kell dolgozni.



